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В рамках изложенной программы разработаны модели: 1) вязкоупругого сжатия и
растяжения нуль-мерной мезомодели (цепочки из наночастиц) с предельным пере-
ходом к одномерной континуальной (макроскопической) модели; 2) термического
взаимодействия наночастицы со «средой» при стационарности, нестационарно-
сти и нелинейности теплофизических параметров частицы; 3) теплопереноса в
однородной цепочке наночастиц с предельным переходом к одномерной контину-
альной модели; 4) теплопереноса в неоднородной цепочке наночастиц с соответ-
ствующим предельным переходом; 5) теплопереноса в нестационарных и нелиней-
ных цепочках частиц с переходом к континууму; 6) взаимосвязанного нелинейного
тепломассопереноса.
1. Модели вязкоупругого сжатия и растяжения
Рассматривается цепочка из N одинаковых с массой m0 частиц, центры
которых имеют координаты xn(t) (n = 1, N ). Между частицами действуют
силы: квазиупругие (типа F1= −kΔx, k = const) и вязкого сопротивления (типа
2 nF x= −α  ). Первая частица закреплена, а к N-й приложена постоянная сила
F0 (F0 > 0 − при растяжении, F0 < 0 − при сжатии). Ось Ox направлена в сторо-
ну возрастания номеров частиц. Ньютоновы уравнения движения имеют вид
0 1 1( ) ( 2 ) ( )n n n n nm x t k x x x x t+ −= − + −α  ,   n = 1, 1N − ,   xn(0) = na, (1)
где a − межчастичное расстояние; L0 − начальная длина цепочки;
0( 1, )nx n N= =  − начальные скорости. Параметр вязкости α является «эф-
фективным», его интерпретация может быть различной.
Система (1) описывает как сжатие, так и растяжение цепочки и может
быть решена известными методами [1] или преобразованием Лапласа по
времени. Последнее позволяет сразу найти стационарные решения системы
(1), записанной относительно смещений Un(t) = xn(t) − xn(0):
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Здесь ε − относительное удлинение цепочки; S0 − площадь поперечного се-
чения цепочки; σ − напряжение сжатия (σ < 0); E = ak/S0 − модуль Юнга.
Таким образом, получен закон Гука, ранее считавшийся чисто эксперимен-
тальным. Этот результат связан с наличием в (1) «вязких» членов ( )kx−α  ,
поскольку без них «чисто упругие» уравнения не имеют стационарного ре-
шения (все решения колебательные [1]).
Переход от (1) к макромодели осуществляется методом континуализации
[2] при а → 0, N → ∞, Nа → L0, ak/S0 = E= const. При n = 1, 1N −  уравнения
(1) дают:
2 2
2 2r r
U U UD
tt x
∂ ∂ ∂τ + =∂∂ ∂ ,   U = U(x,t),   t > 0,   x ∈ (0,L0), (3)
0
r
mτ = α ,   
2
r rD c= τ ,   
1/ 2Ec ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠ ,   
0
0
,m
S a
ρ =    (0, ) 0U t = . (4)
Уравнение (3) − гиперболическое уравнение теплопроводности («телеграф-
ное») [3], последнее из соотношений (4) – граничное условие первого рода
при x = 0. В отличие от уравнения Ламэ теории упругости, уравнение (3)
эволюционное, описывающее диссипативный процесс деформации стержня
длиной L0. Последнее уравнение системы (1) (при n = N) переходит в гра-
ничное условие при x = L0:
0x L
U
Ε
x =
∂ = σ∂ . (5)
Краевая задача (27)−(29) [4] с однородными начальными условиями ре-
шена преобразованием Лапласа; получены формулы, позволяющие на осно-
ве дилатационных экспериментов определить параметры τr и α.
Уравнение (3) может быть обобщено для моделей: 1) неоднородной од-
номерной среды с k = k(x) и 2) анизотропной вязкости, в которой есть две
силы вязкого сопротивления: 1 ( , )U x tα   (сопротивление «среды» за счет
взаимодействий частицы по направлениям, нормальным смещениям) и
2
2 2( )
U
x
∂−α ∂

 (вязкое взаимодействие частицы в продольном направлении). В
модели 1 уравнение (3) принимает вид
2
2 ( )r r
U U UD x
t x xt
∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤τ + = ⎢ ⎥∂ ∂ ∂∂ ⎣ ⎦ ,   
2( ) ( )r rD x c x= τ , (6)
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а в модели 2:
2 3 2
2 2 2r α r
U U U UB D
tt t x x
∂ ∂ ∂ ∂τ + − =∂∂ ∂ ∂ ∂
 ,   0
1
r
mτ = α ,   
2
r rD c= τ  , (7)
где 22 1/ .B aα = α α  Возможны иные, в том числе нелинейные, обобщения
уравнения (3), которое может, на наш взгляд, рассматриваться как базовое
при построении различных моделей деформирования (в частности и пласти-
ческого).
2. Модель термического взаимодействия в системе «частица−среда»
Известны различные модели взаимодействия одиночной малой частицы
со «средой» [5]. Рассмотрим модель термического взаимодействия (нагрева)
наночастицы с термостатом, имеющим Ts = const. Так как характерный раз-
мер наночастицы l0 ~ 10−102 nm, а для объектов с объемом 30V l≤  характер-
ны заметные флуктуации температуры [2], искать в наночастице поле T =
= T(x,t) некорректно, а необходимо ограничиться средней температурой на-
ночастицы Tn(t).
Полагаем температуру наночастицы изменяющейся дискретно с шагом
∆Т0, соответствующим порогу разрешения измерительного устройства. Если
начальная температура наночастицы Т0, то ее температурная эволюция (пе-
реход Т0 → Тs) потребует N = (Ts − Т0)/∆Т0 шагов. Баланс тепла в частице на
k-м шаге:
( )
0 0 0 02v k kS l c T S q
+Δ = τ ,   1,k N= . (8)
Здесь S0 − торцевое сечение наночастицы цилиндрической формы; l0 − дли-
на частицы; cv − объемная удельная теплоемкость вещества частицы; ( )kq +  −
средняя за время τk плотность потока тепла к частице от термостата, подво-
дящего тепло к ней через оба торцевых сечения; τk − период времени k-го
шага изменения температуры (на ΔТ0 при каждом шаге). Вводим «виртуаль-
ную» температуру частицы 1 0( ) ( / )k k k n kT T T T−= τ = + Δ ϕ τ τ , где ( / )n kϕ τ τ =
( / )nk= τ τ , (0, ).n∈ ∞  Имеем:
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1 2( )d ( ) d
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k s kk
k k
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l
τ τ
+ λ ⎡ ⎤= τ τ = − τ τ⎣ ⎦τ τ∫ ∫  . (9)
Вычисление интеграла в (9) дает
0
( ) 1
n
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n
t
N k
ψτ = − ψ + ,   
2
0
0 4
lt
a
= ,   
v
a
c
λ= ,   1n nn
+ψ = . (10)
Полученная формула для τk описывает температурную динамику наноча-
стицы, так как всем дискретным моментам времени τ = τk ставятся в соот-
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ветствие температуры Tk = T0 + kΔT0. Параметр n в (10) можно считать рав-
ным 1, поскольку при n = 1, ψn = 2 из (10) следует правильный переход к
континуальной (по времени) модели, осуществляемой соответствиями:
∆Т0 → dT, τk → dτ.
В случае нестационарности наночастицы, когда с изменением времени
изменяются ее параметры: l0 = l0(τ), cv = cv(τ), λ = λ(t), имеем на k-м шаге:
1 0 0 0 0( ) ( 1)
n
k k
k
T T T T k T T−
⎛ ⎞ττ = + Δ = + − Δ + Δ η⎜ ⎟τ⎝ ⎠
 ,   
k
τη = τ , (11)
 0 0, 1 ,( ) (1 )k l kl l
α−τ = + ε η ,  , , 1 ,(1 )v k v k c kc c β−= + ε η ,  1 ,( ) (1 )k k k γ− λλ τ = λ + ε η . (12)
Параметры α, β, γ в (12) описывают различные временные зависимости из-
менения l0, cv, λ. Выполняя интегрирование в левой и правой частях балан-
сового уравнения (аналога (8)), получаем
[ ]
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где 1,kΦ  и 2,kΦ  выражаются через ,l kε , ,c kε , ,kλε  и α, β, γ, n.
Случай нелинейного теплообмена наночастицы с термостатом при n = 1
сводится к нестационарному случаю. При n ≠ 1 вновь приходим к соотноше-
ниям (13), но с несколько более громоздким выражением для Фi,k (i = 1, 2).
3. Модель теплопереноса в цепочке наночастиц
Рассматривается однородная цепочка − система из N1 плотно контакти-
рующих наночастиц. Если выделить в ней три произвольные смежные час-
тицы Мk−1, Мk, Мk+1, то балансовое уравнение для Мk с учетом термического
взаимодействия с Мk−1 и Мk+1 на j-м временном шаге примет вид
( ), 1, , 1,2
0
2k j k j k j k j
j
T a T T T
l − +
Δ = − +τ ,   k = 12, 1N − , (14)
где
, , , 1k j k j k jT T T −Δ = − ,   ,, , , 1
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τ
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Δ= τ τ = +τ ∫  .
Уравнение (14) отличается от известных конечно-разностных аппроксима-
ций одномерного уравнения теплопроводности тем, что в нем величины ,v jT
(v = k −1, k, k + 1) усреднены по j-му временному интервалу, а не относятся к
некоторому j-му моменту времени. Это обстоятельство играет решающую
роль, так как позволяет из (14) получить целый новый класс уравнений (ква-
зилокальных), в который в качестве нулевого приближения входит и обыч-
ное уравнение Фурье
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Уравнение (14) может быть представлено в виде
1, , 1, ,k j j k j k j k jX R X X b− +− + − = ,   12, 1,k N= − (16)
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Уравнения (16) для k = 1 и k = N1 (граничные наночастицы цепочки) содер-
жат соответственно X1,j, X2,j и 1 1,N jX − , 1,N jX , т.е. матрица системы (16), до-
полненная двумя «граничными» уравнениями, является трехдиагональной.
Аналитические выражения элементов таких обратных матриц получены в
[6]. Если рассмотреть две или три взаимно ортогональные цепочки, имею-
щие общую частицу, то легко получить аналоги (16) – соответственно пяти-
и семиэлементные уравнения, которые позволяют рассчитать теплоперенос
в «плоскости» из наночастиц и в составленном из них объеме. Предельный
переход к континууму дает дву- и трехмерное уравнения Фурье вида (15).
Переход от (14) к континуальной модели осуществляется на основе «пра-
вил перевода» , 1 ( , )k jT T x t− → , , ( , )k j jT T x t→ + τ , 1, 1 0( , )k jT T x l t+ − → + . Ис-
пользуя разложение в ряды по τj и l0, получаем
2
2( , ) 1 ... ( , )
2 6
j j
t t tD T x t T x t
⎛ ⎞τ τ⎜ ⎟= + ∂ + ∂ +⎜ ⎟⎝ ⎠
, (18)
[ ]2 , 0 0( ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )k j t t xT D T x l t T x t T x l t D D T x tΔ = − − + + = ,
2
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12x r x x
lD T x t a T x t
⎛ ⎞= τ ∂ + ∂ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
.
В итоге приходим к континуальному аналогу (14) вида
2 2 4 2 22( ...) ( ...)(1 ...) ( , ) 0
6 3t r t x r x r t r t
aa T x t⎡ ⎤∂ + τ ∂ + − ∂ + τ ∂ + + τ ∂ + τ ∂ + =⎢ ⎥⎣ ⎦ . (20)
При характерных временах теплопереноса, меньших или одного порядка с
2
0 / 2r l aτ = , необходимо использовать уравнение (16), либо (20). При харак-
терных временах, много больших rτ , возможно использование различных
приближений (20), полученных отбрасыванием членов, содержащих высо-
кие степени rτ . В нулевом приближении из (20) следует (15), в первом при-
ближении ( 0mrτ = , m ≥ 2) имеем:
(17)
(19)
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Аналогично можно получить второе и последующие приближения (20).
4. Неоднородная цепочка наночастиц
К неоднородным относим цепочки, составленные из наночастиц, отли-
чающихся друг от друга всеми параметрами: 0, 0, 1k kl l +≠ , , , 1v k v kc c +≠ ,
1k k+λ ≠ λ , , , 1r k r k+τ ≠ τ . Составляющие теплового баланса для частицы Мk на
j-м шаге
, , 0, ,k j v k k k jQ c l TΔ = Δ ,   ( ) ( ) ( ), ( 1) ( 1)j jjk j k k k kQ q q+ − − − +⎡ ⎤Δ = τ −⎣ ⎦ , (22)
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Подстановкой (23) во второе из соотношений (22) и приравниванием его
первому получим
,
2 ,2
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( )k j k k k j
j k
T a T
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Δ = Δ γτ ,
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v k
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λ= ,   1
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+
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Из (24) следует аналог (16) для рассматриваемого случая:
( ) ( ) ( )
1, , 1, ,1, , , 1
j j j
k j k j k j k jk k k k k ka X a X a X b− +− ++ + = ,
( )
11,
j
kk ka −− = −γ ,   ( ) 1, 1j kk ka ++ = −γ ,   ,( ), 2 r kj kk k
j
a
⎛ ⎞τ= + γ⎜ ⎟⎜ ⎟τ⎝ ⎠
.
Предельный переход к одномерной континуальной модели осуществляет-
ся на основе (24) способом, аналогичным ранее изложенному, и приводит к
уравнениям теплопереноса для первого и второго приближений:
(1) ( , ) (1 ) ( ) ( ) 0r t v
T TL T x t c x x
t x x
⎡ ∂ ∂ ∂ ⎤⎛ ⎞= + τ ∂ − λ =⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦ , (26)
( )2 2(1) 3 2( ) 2 ( ) ( ) ( , ) 0
3 ( ) 2
r
t x x v t x x
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xL c x x T x t
c x
⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞τ λ⎪ ⎪− ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ λ ∂ =⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
. (27)
(23)
(24)
(24)
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В (26) и (27) 20( ) / 2 ( )r x l a xτ = , L(1) − оператор первого приближения. Из (26)
при 0rτ =  следует нулевое приближение – стандартное уравнение теплопро-
водности для среды с переменными (зависящими от координаты) параметрами:
( ) ( )v
T Tc x x
t x x
∂ ∂ ∂⎛ ⎞= λ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ .
5. Нестационарные и нелинейные цепочки
В этой модели рассматривается неоднородная цепочка, в которой все
(различные) параметры наночастиц изменяются со временем. Для j-го вре-
менного шага эти зависимости таковы:
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При рациональном допущении ( )2( ), 1vk jε << , ( )( ) ( ), , 1vk j k jμε ε <<  (v, μ = l, c, λ)
уравнение теплового баланса на j-м шаге в частице Мk после несколько гро-
моздких преобразований приводится к виду
( ) ( ) ( )
1, , 1, ,, 1 , , 1
j j j
k j k j k j k jk k k k k ka X a X a X b− +− ++ + =    , (28)
где коэффициенты ( ),
j
k va  (v = k – 1, k, k + 1) и правая часть ,k jb  выражаются
аналогично (25), но несколько более громоздкими выражениями. Как и в
случае модели для теплообмена с термостатом одиночной частицы, для не-
линейной цепочки аналог уравнения (28) легко из него следует.
Переход к континуальной модели для нестационарной цепочки достаточ-
но громоздок, поэтому ограничиваемся тем, что приводим лишь первое при-
ближение уравнения теплопереноса для одномерной сплошной среды, пара-
метры которой описываются зависимостями: ( , )l l x t= , ( , )x tλ = λ ,
( , )vc c x t= , ( , ) ( , ) / ( , ),a a x t x t c x t= = λ
2
2
1 ( )(1 ) ln lnr t r
T T l T lc T l Ta a
t x x lc t t x xx
⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎧ ⎫∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎡ ∂ ∂ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ τ ∂ − − + τ + +⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ λ ∂ ∂ ∂ ∂ λ ∂∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎩ ⎭⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
1 ln 0l T
t x x
⎫∂λ ∂ ∂ ⎤⎛ ⎞+ =⎬⎜ ⎟ ⎥λ ∂ ∂ λ ∂⎝ ⎠ ⎦⎭
, (29)
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При 0rτ =  из (29) следует нулевое приближение
2
2 ln
T T l Ta
t x xx
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ λ ∂∂ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
, (30)
переходящее при постоянных параметрах l и λ  в уравнение (15).
Для континуальной модели нелинейной цепочки выкладки также весьма
громоздки, так что вновь ограничиваемся уравнением первого приближения:
2 2
2
1 ( )( ) ( ) ( ) 1 lnr r r
T T cl T l TT T a T
t t t cl T t T x
⎡∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎛ ∂ ⎞ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ τ + τ − − τ −⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ∂⎝ ⎠⎢⎣
22
2ln ( ) ln 0r r
l T l T TT T
x x t x tT
⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− + τ + τ =⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ λ ∂ ∂ λ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎥⎦
. (31)
Если в (31) считать все параметры постоянными (это соответствует линеари-
зации уравнения в достаточно узком температурном диапазоне), то из (31)
следует
2 2
2 2 ,r
T T Ta
t t x
∂ ∂ ∂+ τ =∂ ∂ ∂ (32)
т.е. известное гиперболическое уравнение теплопроводности, используемое
в моделях интенсивного теплообмена. Нулевое приближение, полученное из
(31) при ( ) 0r Tτ = :
( ) ( )T TC T T
t x x
∂ ∂ ∂⎛ ⎞= λ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ,
т.е. соответствует обычному нелинейному уравнению теплопроводности.
6. Модель взаимосвязанного нелинейного тепломассопереноса
Модель строится как континуальная, но на основе представлений моле-
кулярно-кинетической теории для твердых тел [7]. Полагаем, что и в нели-
нейном случае справедливы конститутивные уравнения Онзагера
q qq q qm mJ L X L X= + ,   m mq q mm mJ L X L X= + , (33)
где qmL  − кинетические коэффициенты, зависящие от температуры и плот-
ности (концентрации примеси). Рассматриваем диффузию частиц с массой
m0 в одномерной температурно-неоднородной среде. В сечениях x − h, x, x + h
единичной площади S0 среды плотности частиц будут ρ(x − h), ρ(x), ρ(x + h)
(h − постоянная решетки, 0/M Vρ = , М – суммарная масса частиц, 0 0V S h=  −
элементарный объем). Эффективный поток частиц к сечению x равен разно-
сти между числом «прибывших» и «убывших» частиц:
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[ ]0 0 0 01 ( ) ( )6Nq V N V N− += − , (34)
где индексы «−» и «+» соответствуют сечениям системы x − h и x + h, V0 −
средние скорости «скачков» частиц:
2
0 0
02 2
m V kT= ε = ,   [ ]
1/ 2
0 0 0
0
( ) ( )kV T V T V T x
m
⎛ ⎞= = =⎜ ⎟⎝ ⎠
.
Поток массы 0 0/Nq q m Vρ = . Из (34) получаем, разлагая функции в ряды
Тейлора по степеням h и ограничиваясь линейными по h членами:
( )
2
Tq D T
x T xρ
∂ρ ρ ∂⎛ ⎞= − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ,   0
1( ) ( )
3
D T hV T= . (35)
Получено уравнение для потока массы (второе из уравнений (33)), где член,
содержащий T x∂ ∂ , описывает термодиффузию. Плотность потока тепла в
случае отсутствия примеси выражается (как можно показать аналогичным
способом) формулой
( )n
Tq T
x
∂= −λ ∂ ,   
1( ) ( )
2 T v
T hV T cλ = ,   ~TV T . (36)
Если к qn добавить составляющую, обусловленную массопереносом
( ) 0
0
D
n ρq qm
ε= , то получим
( ) ( ) ( ) ( )Dn n n T
Tq q q T D T
x x
∑ ∑
∂ ∂ρ= + = −λ −∂ ∂ , (37)
где
( )( ) ( )
2
TD TT T
T∑
ρλ = λ + ,   0
0
( )( )T
D TD T
m
ε= .
Формулой (37) дано второе конститутивное уравнение (первое из
уравнений (33)). Если воспользоваться выражениями для термодинамиче-
ских сил [7]:
1
q
TX
T x
∂= ∂ ,   0m
kTX
m x
∂ρ= ρ ∂ , (38)
то из (35), (37), (38) и (33) сразу следует Lqm = Lmq – соотношение взаимно-
сти Онзагера, что является подтверждением верности полученных формул.
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N.N. Belousov, I.R. Vengerov
THERMAL AND PHYSICAL ASPECTS IN PREPARATION
AND APPLICATION OF DEFORMABLE NANOMATERIALS.
II. PRELIMINARY RESULTS
In the disclosed program the following models have been elaborated: 1) viscous-elastic
compression and tension of zero-dimensional mesomodel (nanoparticle chains) with lim-
iting transition to one-dimensional continual (macroscopic) model; 2) thermal interaction
of nanoparticle with a «medium» under stationary, unstationary and nonlinear thermo-
physical parameters of the particle; 3) heat transfer in a uniform nanoparticle chain with
limiting transition to one-dimensional continual model: 4) heat transfer in nonuniform
nanoparticle chain with a corresponding limiting transition; 5) heat transfer in nonstation-
ary and nonlinear particle chains with transition to continuum; 6) interrelated nonlinear
thermal mass transfer.
